
بهینهسازی
دوگان-مقیدبهینهسازی

محسنهوشمند
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هزنجاندانشگاهتحصیلاتتکمیلیعلومپای



دوگانی

کرانبالایمقداربیشینةتابعمقید
بیشینةتابعمقید≥بیشینةتابعهدف

کرانپایینمقدارکمینهتابعمقید
کمینةتابعمقید≤هدفکمینةتابع



دوگانی

کرانبالایمقداربیشینةتابع
بیشینةتابعمقید≥بیشینةتابعهدف

کرانپایینمقدارکمینهتابع
کمینةتابعمقید≤هدفکمینةتابع

𝑃 ൞

max−𝑥1
2 − 𝑥2

2 − 2𝑥1
باتوجه

𝑥1 + 𝑥2 = 0

𝑃0 ቄmax−𝑥1
2 − 𝑥2

2 − 2𝑥1

𝑃0 ≥ 𝑃? −1,0 , f = 1



دوگانی

کرانبالایمقداربیشینةتابع
بیشینةتابعمقید≥بیشینةتابعهدف

𝑃 ൞

max−𝑥1
2 − 𝑥2

2 − 2𝑥1
باتوجه

𝑥1 + 𝑥2 = 0

𝑃𝜇 ൜max𝑥1,𝑥2
−𝑥1

2 − 𝑥2
2 − 2𝑥1 − 𝜇(𝑥1 + 𝑥2) 𝑃𝜇 ≥ 𝑃? −1 −

𝜇

2
,−

𝜇

2

q 𝜇 = 𝑃𝜇
∗ = − −1 −

𝜇

2

2

− −
𝜇

2

2

− 2 −1 −
𝜇

2
− 𝜇 −1 − 𝜇

=
𝜇2

2
+ 𝜇 + 1



دوگانی

max
𝒙∈ℝ𝑛

𝑓(𝒙) ℝ𝑛 → ℝ

باتوجه
𝑔𝑖 𝒙 = 𝑐𝑖 , 𝑖 ∈ ℇ ℝ𝑛 → ℝ𝑚

ℎ𝑖 𝒙 ≤ 𝑏𝑖 , 𝑖 ∈ Ι ℝ𝑛 → ℝ𝑘

لاگرانژ
ℒ 𝒙, 𝝀, 𝝁 = 𝑓 𝒙 − 𝝀𝑇(𝒉 𝒙 − 𝒃) − 𝝁𝑇(𝒈 𝒙 − 𝒄)
دوگان
𝑞:ℝ𝑚+𝑘 → ℝ ∷ 𝑞 𝝀, 𝝁 = max

𝒙∈ℝ
ℒ 𝒙, 𝝀, 𝝁

بدونمحدودیت



قضیه

𝝀اگر.باشد(یگان)جواببهینةمسئلهاصلی∗𝒙فرض ∈ ℝ𝑘و𝝁 ∈ ℝ𝑚و𝝀 ≥ 0

𝑞آنگاه 𝝀,𝝁 ≥ 𝒇(𝒙∗)

اثبات

𝑞 𝝀, 𝝁 = m𝑎𝑥
𝒙∈ℝ

ℒ 𝒙, 𝝀, 𝝁 = ℒ 𝒙∗, 𝝀, 𝝁 = 𝒇(𝒙∗) −𝝀𝑇[𝒉 𝒙∗ − 𝒃] − 𝝁𝑇[𝒈 𝒙∗ − 𝒄]

= 𝒇(𝒙∗) −𝝀𝑇[𝒉 𝒙∗ − 𝒃]
𝝀≥0, 𝒉 𝒙∗ −𝒃 ≤0

≥0

− 𝝁𝑇[𝒈 𝒙∗ − 𝒄]
=0

≥ 𝒇(𝒙∗)



شروطلازممرتبهاولترکیبانواعقیدها

𝒙∗محلیرویمجموعهمقیددارایبیشینهساز𝑚تساویو𝑘نامساوی

𝑘و(binding)ازنوعقیدمانعناتساوی𝑘0فرضتعداد − 𝑘0ناتساویازشمارقیدغیرمانع(non binding)

فرضماتریسژاکوبیرتبهکامل

ℒ 𝒙, 𝜆1, … , 𝜆𝑘 , 𝜇1, … , 𝜇𝑚 = 𝑓 𝒙 −

𝑖=1

𝑘

𝜆𝑖 ℎ𝑖 𝒙 − 𝑏𝑖 −

𝑖=1

𝑚

𝜇𝑖 𝑔𝑖 𝒙 − 𝑐𝑖

I) 
𝜕ℒ 𝒙∗,𝜆∗,𝜇∗

𝜕𝑥𝑖
= 0, ∀𝑖 ∈ 1, … , 𝑛

II) 𝜆𝑖
∗ ℎ𝑖 𝒙

∗ − 𝑏1 = 0, ∀𝑖 ∈ 1,… , 𝑘

III) 𝑔𝑖 𝒙
∗ = 𝑐𝑖 , ∀𝑖 ∈ 1, … ,𝑚

IV) ℎ𝑖 𝒙
∗ ≤ 𝑏𝑖 , ∀𝑖 ∈ 1, … , 𝑘

V) 𝜆𝑖 ≥ 0, ∀𝑖 ∈ 1,… , 𝑘

(ککت)



نتیجه

𝝀اگر.جوابشدنیمسئلةاصلیباشد𝒙همچنین.باشد(یگان)جواببهینةمسئلهاصلی∗𝒙فرض ∈ ℝ𝑘و
𝝁 ∈ ℝ𝑚و𝝀 ≥ 0

𝑞آنگاه 𝝀,𝝁 ≥ 𝒇 𝒙∗ ≥ 𝑓(𝒙)



مسئلةدوگان

یافتنبهترینکرانبالا

min
𝝀,𝝁

𝑞 𝝀,𝝁

باتوجه

𝝀 ≥ 𝟎

(𝝀,𝝁)همچنین ∈ {𝝀,𝝁: 𝒒 𝝀,𝝁 < +∞}



برنامهریزیخطی

max 𝒄𝑇𝒙
باتوجه
𝐴𝒙 ≤ 𝒃

𝑞 𝝀 = min
𝝀

max
𝒙

𝒄𝑇𝒙 − 𝝀𝑇 (𝐴𝒙 − 𝒃) = min
𝝀

max
𝒙

𝒄 − 𝐴𝑇𝝀
𝑇
𝒙 + 𝒃𝑇𝝀

𝒄اگر − 𝐴𝑇𝝀 ≠ ∞+آنگاهمقداراکسترممبرابر𝟎

𝑞 𝝀 = ቊ
+∞, 𝒄 − 𝐴𝑇𝝀 ≠ 𝟎

𝒃𝑇𝝀, 𝒄 − 𝐴𝑇𝝀 = 𝟎

min𝒃𝑇𝒚
باتوجه
𝐴𝑇𝒚 = 𝒄
𝒚 ≥0



برنامهریزیخطی

max 𝒄𝑇𝒙
باتوجه
𝐴𝒙 = 𝒃
𝒙 ≥ 0

𝑞 𝝀, 𝝁 = min
𝝀

max
𝒙

𝒄𝑇𝒙 − 𝝁𝑇 𝐴𝑇𝒙 − 𝒃 − 𝝀𝑇𝒙 = min
𝝀

max
𝒙

𝒄 − 𝐴𝑇𝝁 − 𝝀
𝑇
𝒙 + 𝒃𝑇𝝁

𝒄اگر − 𝐴𝑇𝝁 − 𝝀 ≠ ∞+آنگاهمقداراکسترممبرابر𝟎

𝑞 𝝀, 𝝁 = ቊ
+∞, 𝒄 − 𝐴𝑇𝝁 − 𝝀 ≠ 𝟎

𝒃𝑇𝝁, 𝒄 − 𝐴𝑇𝝁 − 𝝀 = 𝟎

min𝒃𝑇𝒚
باتوجه
𝐴𝑇𝒚 ≥ 𝒄
𝒚 ≥0



قضیةدوگانضعیف

.باشد(یگان)جواببهینةمسئلهاصلی∗𝑥اگر

.باشدبهینةمسئلةدوگانجواب∗𝝀∗,𝝁اگر

𝑞آنگاه 𝝀∗,𝝁∗ ≥ 𝒇 𝑥∗

نتیجه

.بیکرانباشد،دیگریناشدنیاست(اعمازیگانیادوگان)اگریکیازمسئلهها



!(شدنپذیری)قضیةدوگانوشدنی

مسئله دوگان

بهینه بی کران ناشدنی

مسئله یگان

بهینه بله خیر خیر

بی کران خیر خیر بله

ناشدنی خیر بله بله



انواع-بهینهسازی

c(x) f(x) نام

- غیرخطی نامقیدبهینهسازی

خطی خطی برنامهریزیخطی

خطی درجهدو برنامهریزیدرجهدو

خطی غیرخطی خطیبهینهسازیمقید

غیرخطی غیرخطی یمقیدیابهینهسازیغیرخطبهینهسازی
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